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Die Formulierung des Dichtigkeitssatzes




Zweierlei MaB auf der Menge der Primideale

Sei K ein Zahlkorper, wir notieren Pg = {p C Ok | p prim }.

Definition 1: (Natiirliche Dichtigkeit, Dirichletsche Dichtigkeit)

Sei & C Pg. Im Falle der Existenz des Grenzwertes

_ lim #{peS|Np) <z}
HS) = i T e Pr NG <)

heiBt d(S) die natiirliche Dichtigkeit von S. Ebenso sei im Falle der Existenz

0(S) die dirichletsche Dichtigkeit (oder einfach nur Dichtigkeit) von S.



Ist dieser Bruch iiberhaupt definiert?

Definition 2: (Dedekindsche Zetafunktion)
Die fiir jedes 0 > 0 auf Re(s) > 1 + ¢ absolut gleichmiBig konvergente Reihe
—s > An o _
(k(s) =Y N(a) _ZnS’ an =#{aC Ok |N(a)=n}
aCOgk n=1
definiert eine auf Re(s) > 1 holomorphe Funktion, die Dedekindsche Zetafunktion.

— Fiir s > 1 ist

ZN(p)_S = Z N(p)~® < (k(s) < oo.

peS PEPK



Eigenschaften der dirichletschen Dichtigkeit

Lemma 3: Eigenschaften von
Seien S,T C Pk Teilmengen, die eine Dichtigkeit besitzen. Dann ist

@) 8(S) €[0,1], 6(Px) = 1.

(i) Falls S C T, soist 6(S) < 6(T), und 7 \ S hat Dichtigkeit §(7) — (S).

Sind S und 7 disjunkt, so besitzt S U T Dichtigkeit 6(S) + 6(7).

Mengen & mit ¢ N(p)~! < oo (etwa wenn #E& < co) haben Dichtigkeit 0.

(iii

)
)
(iv)
(v) Sind S\ 7 und 7 \ S endlich, so ist 6(S) = (7).

Beweis.

(i) Firs > 1ist 0 <>, o N(p)™° < > opep, V(p) 7%, also liegt der Bruch stets in [0, 1].



Beweis von Lemma 3

(ii) Falls S C T, soist 6(S) < §(T), und 7 \ S hat Dichtigkeit 6(7) — 6(S).
Die Reihe iiber p € T beinhaltet die Summanden der Reihe iiber p € S.

Die zweite Aussage ist Linearitdt des Grenzwerts.

(iii) Sind S und 7T disjunkt, so besitzt S U7 Dichtigkeit §(S) + 6(7).

Folgt ebenfalls aus der Linearitdt des Grenzwerts.

(iv) Mengen & mit } o N(p)~! < oo haben Dichtigkeit 0.

Wiirde sofort folgt, wenn >, .p N (p)~! = oo; dies werden wir spiter sehen.

(v) Sind S\ 7 und 7 \ S endlich, so ist 6(S) = §(T).
DaSU(T\S)=SUT =TU(S\T),ist

(iii)

5S) ¥ 5(8) + 6T\ 8) D 5(7) + 58\ T) ¥ 5(7). 0




Nur iiber Q ,fleiBige“ Primideale zihlen

Beispiel 4: (Primideale mit Primzahlnorm)
Sei Pi1:={p € Px | N(p) ist prim } und Pg >2 := Pg \ Pk,1. Dann ist

5(Pk1) =1, 6(Pxs2)=0.

In der Tat, zu gegebener Primzahl p € Pg gibt es hochstens [K : Q] verschiedene
Primideale mit Absolutnorm p/ (f > 1), je nach Zerlegung. Daher ist

IRORED I

pE’PK,ZQ pE'PQ

SK QJ - ¢o(2) < oo

Mit Lemma 3(iv) schlieBen wir 6(Pg >2) = 0, aus 3(ii) folgt 6(Px,1) = 1.



Das Artinsymbol in nicht-abelschen Erweiterungen

Sei L/ K eine galoissche Erweiterung von Zahlkdrpern; p € Px unverzweigt in L.
~> Verschiedene Primideale J3/p liefern ggf. unterschiedliche (L/TK) € G=Gal(L/K).

Sind allerdings 3,P’ € Py, so ist ([Neu92, Satz 1.9.1], [Cox14, Corollary 5.21])

PNOk =P N0k +—= P'=0c(P),cecG = <L$£{{>:U<L/23K>al.

Dies zeigt, dass die Menge

() =1 () [} e

eine Konjugationsklasse C(7) in Galoisgruppe bildet.



Der Cebotarevsche Dichtigkeitssatz

Satz 5: (Cebotarevscher Dichtigkeitssatz)
Sei C = C¢(7) eine Konjugationsklasse in G. Dann besitzt die Menge

S = { p € Pk ’ p ist unverzweigt in L und (L/TK) =C }

die Dirichletsche Dichtigkeit, und sogar die natiirliche Dichtigkeit

e
=R

Insbesondere enthilt S stets unendlich viele Primideale.

Beweis. [Jan96, Chapter V, Theorem 10.4], den abelschen Fall beweisen wir spéter! ([J) .



Ein numerisches Beispiel

Beispiel 6: (Der Zerfallungskorper von 2% —2) Sei K = Q, L der Zerfillungs-
kérper von f(r) = 23 — 2 € Q[z] und G = Gal(L/K) = S;.

Die Konjugationsklassen dieser Gruppe sind

(1) die Identitit {id},

(2) die drei Transpositionen {(12), (23), (13)} und

(3) die zwei 3-Zykel {(123), (132)}.

Betrachte die ersten Primzahlen bis NV und zihle, wie oft welche Klasse als (L(/Tg()

auftritt, so erwarten wir annihernd

Klasse Cg(id) Cg((12)) Cg((123))
Anteil $=0,16 1=05 $=03



Der Magma-Code

Beispiel Folgender Magma-Code berechnet den tatsichlichen Anteil fiir uns:

_<x> := PolynomialRing(Rationals());
SplittingField(x~3-2);

G := GaloisGroup(L);

dL := Discriminant (Integers(L));
N := 1000000;

count := {*x};

for p in PrimesUpTo(N) do
if not IsZero(dL mod p) then
Include ("count ,ClassRepresentative (G,FrobeniusElement (L,p)));
end if;
end for;
print [RealField() | c/#count : ¢ in Multiplicities(count)];

10



Unmittelbare Anwendungen




Es gibt unendlich viele voll zerlegte Primideale

Korollar 7: (Dichtigkeitssatz fiir abelsche Erweiterungen)

Sei L/ K eine Erweiterung von Zahlkérpern, N die normale Hiille von L iiber K.

(i) p € Pk ist genau dann in L voll zerlegt, wenn p in IV voll zerlegt ist.
(ii) Die Menge der voll zerlegten Primideale von K in L besitzt Dichtigkeit

[N:K]*

Beweis. (i) Ist aus Zahlentheorie I bekannt, siehe etwa [Neu92, Kapitel 1.9 Aufgabe 4].
(ii) Wegen (i) kénnen wir L durch NV ersetzen.
p voll zerlegt <= p unverzweigt und fp,), =1 <= (N;—K) =idy

Die voll zerlegten Primideale entsprechen also der einelementigen Konjugationsklasse C =

{idy} C G. Damit folgt die Aussage aus dem Dichtigkeitssatz 5. O .



Die Artinabbildung ist sesr surjektiv

Korollar 8: (Dichtigkeitssatz fiir abelsche Erweiterungen)

Sei L/K eine abelsche Erweiterung und m ein Modulus, den alle in L verzweigten
Primideale teilen. Sei ein Element o € GG gegeben, dann hat die Menge

= {ptn] 4=}

die Dichtigkeit §(S) = [L:—lK], und ist unendlich.

Beweis. Da S bis auf endlich viele Teiler von m mit der Menge
{ p € Pk } p ist unverzweigt in L und (L/TK) =0 }

iibereinstimmt, besitzt S nach Satz 5 Dichtigkeit §(S) = ﬁ O 13



Der Primzahlsatz

Satz 9: (Dirichletscher Primzahlsatz)

Sind a, n teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann ist

6({ p Primzahl | p=amodn}) = ——.
( | D=

Beweis. Sei K = Q, L = Q((,) fiir eine feste primitive n-te Einheitswurzel, m = (n) C Z.
Dann ist nach dem letzten Vortrag fiir a € (Z/nZ)* und p{n

p=amodn <= (L/TK) = (o = ¢3) € Gal(Q(¢)/Q).

Die Aussage nun aus dem Dichtigkeitssatz 8 fiir die abelsche Erweiterung Q(¢,)/Q vom

Grad ¢(n).
14



Zerlegte Primideale bestimmen die Erweiterung




Voll zerlegte Primideale

Definition 10: (Spl; k., §§1L/K)
Sei L/ K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Wir notieren
Sply /i = {p € Pk | p ist voll zerlegtin L }.
fiir die Menge der in L voll zerlegten Primideale aus K. Sei weiterhin

§1;1L/K = {p € Px ! p unverzweigt in L und fy/, = 1 fiir ein P € Pr, }

* Splp € SAF;IL/K N
* L/K galois = Spl; x = Sply k, da fy/p, eq/p unabhingig von P tiber p. (&)
16



Fast gleiche Mengen

Seien §,7 Mengen. Wir schreiben

« SCT,falls S C T UX fiir eine endliche Menge ¥ C Pg;
e S=T,fallsSC 7T und T CS.

Satz 11

Seien L und M endliche Erweiterungen von K.

(i) Ist L/K galoissch, so gilt L C M <= SAI;IM/K C Splz k-
(ii) Ist M/K galoissch, so gilt L C M <= Sply;/x - Sply k-

17



Beweis von Satz 11(i): L/K galois~ L C M <= SA[;IM/K - Splr ke

Beweis. (i) ,=“ Seip € §1;1M/K.
* (_y/p> f(_)p sind multiplikativ im Turm M/L/K = p € Spl /5
o L/K galoissch £ p € Sply i

»<="“ Sei N eine Galoiserweiterung von K, welche L und M enthilt.

1

N N
/ Mo s, / Gal(N/M)
L / Gal(N/f) /
K Gal(N/K)
~ LCM < Gal(N/M)CGal(N/L) <= o, =1idy Yo € Gal(N/M).

18



Beweis von Satz 11(i): Eine Zwischenbehauptung

Sei also 0 € G = Gal(N/M). Nach dem Dichtigkeitssatz 5 gibt es ein in N unverzweigtes

pGPKmlt( N/K ) = Cc(0), also ein P € Py mit (N;;ﬁK):a

Behauptung: p € S’IV)IM/K Z.z.ist f(P'/p) = 1 fiir ein P’ /p.
Sei P’ := P N Op. Dann gilt fiir o € Oy

a 7E¢ ola) = (—NggM)(a) = 4V mod DUR
In diesem endlichen Kérper ist nun Fix (Op /%, (—)V?) = Ok /p, daher folgt

Ou/P =0k/p = f¥/p)=1

19



Beweis von Satz 11(i): Der Dichtigkeitssatz kommt ins Spiel

Nach dem Dichtigkeitssatz gibt es unendlich viele solcher p.

Nach Annahme ist SNle/K - Spl; k= es gibt ein p € Px mit
* p ist unverzweigt und (N‘/'fK) = Cg(0); sei P /p prim mit 0 = (%)
* p € Sply /g, dh. pistin L voll zerlegt, d'h. (225) = {id,}

Da das Artinsymbol mit Zwischenkérpern vertriglich ist (r = Restriktion), folgt

() - ()

20



Beweis von Satz 11(ii): M/ K galois~ L C M <— Splar/k - Splz ke

(ii) ,=“: Genauso wie bei (i).

»<=“: Sei L' die normale Hiille von L iiber K; nach Satz 7(i) ist Spl;, /= Sply/ /.
-~ &) : B
~  Splyyx = Splyyx SSPlp/x = Splp k-

(@
Mit der Aussage aus (i) folgern wir L C L' C M. O

21



Galoiserweiterungen sind bestimmt durch Spl; x

Korollar 12

Seien L und M Galoiserweiterungen von K. Dann ist
(i) LS M <= Splyyx CSplrjx < Splyyx SSPlz k-

Beweis. (i) ist ein Spezialfall von Satz 11; (ii) folgt sofort aus (i). ]

22



Verfeinerung eines Satzes von gestern

Korollar 13: (Eine Verscharfung von [Cox14, Corollary 8.7])
Sei L/K abelsch. Wir haben folgende Aquivalenz
LCM < 3m: ker(®y/nm) N Pr Cker(Pp pm) N P,
wobei m von allen in L oder M verzweigenden Primidealen aus Py geteilt wird.

Beweis. Die Menge ist fast Sply, /i (bzw. Sply;/k):

ker(®r, g m) NP = { p € Pk ‘ p unverzweigt und (L/TK) =idg, } = Sply ks
daher folgt die Aussage aus vorigem Satz. U]

23



Zusammenhang mit unserer Leitfrage

Sei n € N quadratfrei, n # 3 mod 4 und K = Q(y/—n).

Satz 14: (Charakterisierung des Hilbertschen Klassenkdrpers)

Ist M/Q eine Galoiserweiterung, so sind dquivalent:
(a) Splyygp =L = { p prim |p=2a?+ny? };
(b) M ist der Hilbertsche Klassenkérper L von K.
Beweis.Fiir eine Primzahl p { 2n sind nach [Cox14, Theorem 5.26]
p=2+ny? <= pistvoll zerlegt in L.
L stimmt also bis auf die p | 2n mit der Menge Spl;, q tiberein.

Nach Korollar 12 ist L = M genau dann wenn Spl,;/q = Sply, /- 0y,



Eine Beweisskizze des Dichtigkeitssatzes




Abelsche Charaktere

Sei GG eine endliche abelsche Gruppe. Die Charaktergruppe von G ist
G = Homz(G,C*) = { x: G = C* Gruppenhom. } .

Lemma 15 Seien x1,x2 € @, o, T €QG.

) 1G] = 1G]
(b Z x1(o™h) = |G| falls x1 = x2, 0 sonst.
oeG
Z x(e™h = |G| falls 0 = 7, 0 sonst. (Die Orthogonalititsrelationen)
x€G

@ JJ@=x(e)) =1 —X5)7 wobei f = orda(o).

xeG
2%



Dirichletsche L-Reihen

Sei K ein Zahlkdrper, m = ¢mo, ein Modulus fiir K, Cl(m) = Ix(m)/Pg 1 (m).

Definition 16: (Dirichletsche L-Reihe)

Sei x ein Charakter von Cl(m). Die Dirichletsche L-Reihe ist

xa - O of's
N o)y _H<1 N(p)8> Re(s) > 1.

(a,0)=1 pte

Spezialfall x = 1 (konstant): Dedekindsche Zetafunktion

1 A
CK,c(S) = LC(S, 1) = Z N(a)s = H <1 N N(p)s> )

(a,0)=1 pfe

27



Analytische Fortsetzbarkeit

Satz 17: (Existenz der analytischen Fortsetzung iiber 1 hinweg)

L (s, x) besitzt eine analytische Fortsetzung auf die Halbebene Re(s) > 1 — ﬁ

o Ist x = 1, so hat L.(s,1) = (k,(s) einen einfachen Pol bei s = 1.
 Anderenfalls ist L(s, x) holomorph auf der gesamten Halbebene.

Sei nun L/K abelsch und m so gew#hlt (Artin-Reziprozitit), dass ker(®y,) eine Kongru-

enzuntergruppe ist.

Wir haben einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ®,,: Cl(m) — G := Gal(L/K).

—

~  G3 (x:G=C) 2™ (yoB,: Cl(m) = C*) e Cl(m)

28



Darstellung der Zetafunktion

Satz 18

Sei € = ¢Oyp,, dann ist
CL,C(S) = H LC(S, X Oam).

xeG

Beweis. Sei zunichst p f m prim fest. Die Primideale pOy, = P, - - -3, haben alle Trig-
heitsgrad f = fy, /p, die Ordnung von @y (p) = (L/TK) ist f.

() ™= (o5g) = IL(- ).

B/p xeG

Produkt {iber alle p { m von beiden Seiten ~+ Eulerprodukte ! der obigen Funktionen. [J
29



LC(17 /\1) 7£ 0

Korollar 19

(i) Ist x1 € G nichttrivial, so ist L (1,x1) #0.
(ii) Ck.(s) hat Wachstumsverhalten log (x ((s) = —log(s — 1) + O(1), s — 1%.

Beweis. (i) Da ®,,: Cl(m) — G surjektiv ist, ist y 0@y, nichttrivial fiir y # 1, insbesondere
ist L¢(s, x © @) holomorph um 1.
Ce(s) = Cre(s) - ] Lels,x 0 P

xEG
x7#1

Wire ein L(1, x) = 0, so wiirde sich der Pol wegkiirzen. /

(ii) ist eine Umformulierung der Aussage, dass (x (s) einen einfachen Pol bei 1 hat. [J a0



Nur Primideale zihlen

Lemma 20 Sei x ein Charakter von Cl(m), dann ist

log L¢(s, x) XP ), s—1%.

pfe N(p)?

Insbesondere ist 3, N(p)™* = —log(s — 1) + O(1) (was Lemma 3(iv) beweist).

»2Beweis“. Setzen wir fiir die L(s, x) das Eulerprodukt ein, erhalten wir

R e )

pfc pfe ple k=1
Man kann zeigen, dass Z i Lp)k fiir s — 17 beschrinkt bleibt [l
> k- N(p)ks : » -

pfc k=2



Der Beweis des Dichtigkeitssatzes fiir abelsche Erweiterungen

Sei o € Gal(L/K) und S = { p € Pk ‘ pte, (L/TK) =0 } Wir wollen also zeigen, dass
i e VOV 1
s\l ZpE’PK N(p)—s |G‘
Wir wenden das Dirichletsche Charakterargument an: Wir werten
f(s) =Y x(67")log Lc(s, x 0 ®m).
xe@G

auf zwei verschiedene Weisen aus.

Einerseits ist nach Korollar 19 und Lemma 20

f(s) =loglke(s) +O(1) = Y N(p)~* +O(1).

PEPK

32



Der Orthogonalititstrick

Andererseits ist nach vorangegangenem Lemma 20

ZX Ylog Le(s, x 0 Op) ZX _IZX o(1)

xeG xeG pfe

=3 (3 e @) )~ + O(1)
N(p)

pfe xeé’

1
Z |G|W +0(1)

ple
D (p)=0

=|GIY_N(p)~

peS
Zusammensetzen bringt -, p N(p) ™ = |G| Y, N(p)~° + O(1). O
33

Ortho.
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