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Die Axiome der minimalen Arithmetik

Signatur: 0 = (<; +,-,/;0)
Standardinterpretation: Arithmetik der natiirlichen Zahlen N* = (N; <; +,-/;0)

Wir wollen die Theorie der natiirlichen
Zahlen untersuchen! Was brauchen wir?
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Die Axiome der fiifiAlhl Presburger Arithmetik

Signatur: 0 = (<;+,/;0)

Interpretation: Additive Arithmetik der natiirlichen Zahlen A = (N; <;+/;0)

(PAL) 0 # X/

(PA2) X' =y =5 x=y
(PA3) x+0=x

(PA4) x+y = (x+y)
(PA5) =x <0

(PAB) x <y & (x<yVx=
(PA7) x<yVx=yVy<x
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Eine entscheidbare Theorie!

Mojzesz Presburger (1904-1943), Public domain, via Wikimedia Commons

Die Presburger Arithmetik (PA) ist
e vollstandig
e konsistent
e entscheidbar

(Vg|. [St384]) Die ist ja langweilig, weil entscheidbar.

Florian Chudigiewitsch, kiirzlich
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Mini-Multiplikation macht’s méglich

Satz 1: (Vgl. [Mac78, Proposition 6.4.1] oder [Pau78, Lemma 6.52])
Fir k € N gibt es Formeln My (x1, x2, x3) in der PA, sodass fiir m,n,p € N gilt

My (m, n, p) genau dann wenn m-n=pAm< 2%

Dabei ist |My| € O(k).
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Konstruktion von M(m, n,p) < (m-n=pAm < 2%)

e Definiere My mittels Induktion nach k, den Anfang macht
Mo(x1,x2,x3) = (x1 =0A X3 =0) V (x1 =1 A x2 = x3).
e Beobachte: x1 - xo = x3 A x1 < 2t gdw. Jug, up, uz < 22 mit
X1 = U1 - UL+ s+ u3 und xz3=u1-(u1-x2)+ tp-x2+ U3 xo.
e Naiver Ansatz: Definiere Mk 1(x1, x2, x3) folgendermaBen:

JuFupJusdps . .. E|p5[
(x1 = p1 + (2 + uz)) A Mi(ur, ug, p1) A
(x3 = p3 + (pa + ps)) A Mi(u1, x2, p2) A Mic(uz, p2, p3) A Mi(u2, x2, pa) A Mi(us, x2, ps)]

/ Problem: M| > 5% |
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Konstruktion von M(m, n,p) < (m-n=pAm < 2%)

e Reduziere auf , eine einzige" Multiplikation

Juy ... IpsVEIVRVR3 [(x1 = p1 + (U2 + u3)) A (x3 = p2 + (3 + pa)) A (
(()?1 =ui NXo=u1 NX3 :pl)

V()?lzul/\)?z =xo AN X3 =

p2)
Vi =u A =p AX3 = p3)
\/()?1:U2/\)?2:X2/\X3—p4)

)

V ()?1 =u3N\NXp =x0 A\ X3 = ps ) — Mk()?l,)?z,)?g))]

e Setze rekursiv die Formel fiir My ein unter geeigneter Umbenennung und
Wiederverwendung der Variablen (insgesamt ,nur" 14 gebundene Variablen!) [J
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Die Klasse EXP

Echs, P.,
via Pixabay

Definition: (EXP, EXP-schwer)
Die Klasse der Sprachen mit exponentieller Zeitkomplexitat ist

o(1)

_ n _ n¢
EXP = TIME(2 )= UCeNTIME(Z ).
Eine Sprache A ist EXP-schwer, falls B Sﬁ A fiir alle B € EXP.
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Die Presburger Arithmetik ist EXP-schwer

Satz 2

Die Sprache A= { (F) | F € Th(A) } ist EXP-schwer.

Korollar 3: (Vgl. [Pau78, Korollar 6.51])

Es gibt keinen Polynomialzeitalgorithmus, welcher die Giiltigkeit eines gegebenen
Satzes in der PA entscheidet.

Beweis. Angenommen doch, dann wire A € P. da A EXP-schwer ist, folgt EXP C P
im Widerspruch zum Zeithierarchiesatz! 0
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Beweisidee zu Satz 2

Es sei B € EXP gegeben, oBdA B C {0,1}*.
e Fixiere Turingmaschine
M= (Z,{0,1},{0,1,0},0, z9, 24, z—),

?
welche x € B in < 2P(X) Schritten entscheidet

e Wissen, wie man mit Formeln iiber A*

3t 3p3s Es gibt eine Folge von s Konfigurationen, sodass:

Tu r| ngmasch | nen S| mu I Ieren ka nn 3y 3w, 3w (pi(n. o1, 22, 23) Es gibt eine Startkonfiguration ...
AB(t,p,0) = z1 A B(t,p,1) = 22

Y Ausd ruck hat polynom |e| |e La nge in |X’ AB(t,p,2) = .r;;) ... welche die erste Konfiguration der Folge ist.

AViVy, Yyo Vy3 V21 V22 V23
((B(t,p,3i) =gy AB(t,p,3i+ 1) =y AB(t.p.3i +2) =3
AB(t,p,3i+3) =21 AB(t,p,3i +4) = 20 A B(t,p,3i + 5) = 23)
= om (Y1, Y2, Y3, 21, 22, 33))
Fiir alle i < s geht Konfiguration i + 1 aus

Konfiguration i in einem Schritt von M hervor.

4 Multiplikation hier nicht verfiigbar
= Ersetze Multiplikation durch My

AB(t,p,3s) =k Konfiguration s ist akzeptierend.
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Beweisskizze zur Reduktion B <P A (x — (F))

e Stelle eine Folge von Konfigurationen als Worter iiber A == Z U {0,1,0, #} dar

w = [z 101010 LI#[J024201010004# . . .
=X
e Die Lange dieser Zeichenkette kdnnen wir abschitzen durch
lw| < (2P(KD 4 2) . (2P(KD 4 1)

Platz einer Konf. #Konf. <t+1

e Codiert man w zur Basis p, p > |A|, so ist die GréBe der resultierenden Zahl
durch pl¥l < 22" peschrankt
= Ersetze ,a- b = c" durch ,,I\/lpo|y(‘x‘)(a, b,c)" in der Formel fiir

F =, M hilt auf x in Endzustand z; “ O
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Es ist noch viel schlimmer!

Michael J. Fischer, Homepage Michael O. Rabin, Homepage

Satz 4: (Fischer & Rabin, 1974 [FR98, Theorem 1])

L,0(1)
Die Sprache A ist schwer fiir 2-EXP = TIME(2?" ).

Beweisidee: Konstruiere Prody(xi, x2,x3), sodass fiir m, n, p € N gilt
Prodx(m, n, p) genau dann wenn m-n=pAm,n,p< g(k),

k+1
wobei g(k) > 22° " und |Prodi| € O(k). Dann analoge Reduktion. 111



https://www.youtube.com/watch?v=CUsPGzA3YEU

Danke! Fragen?
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