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Ein Apéritif

Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Dann sind folgende
Ausdriicke wohldefiniert, endlich und stimmen iiberein:

o dim A = sup { n | es gibt Primideale po C p1 C --- Cp, C A}

* §(A) = min { n | es gibt ein m-primires Ideal (a1,...,a,) C m };

e d(A) = deg xm(A), wobei xm ein Polynom ist mit xm(n) = ¢(A/m") fiir n > 0.

Ist p = (ai,...,a,) C A Primideal in einem noetherschen Ring, so ist dim 4, < n.
Ist k ein Korper, so ist dim k[ X1, ..., X,] = n.

Ist A eine nullteilerfreie endlich erzeugte k-Algebra, so ist

dim A = trdeg;, Quot(A) = dim A/p + dim A, Vp prim.
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Das Hilbertpolynom und d,,(A)




Homogene Komponenten sind endlich erzeugt

Sei A =D, >0 A™ ein noetherscher graduierter Ring
= endlich erzeugt iiber dem noetherschen Ring A(”’) von z1,..., 2, homogen.

Sei weiterhin M = P, o M (") ein endlich erzeugter graduierter A-Modul.

Lemma 1 A®™ und M sind endlich erzeugt als A(®Y)-Moduln.

Beweis.

i) M™ = {:r? exer | DGy ejdegTy =n } ~> ‘M(”)‘ < 0o und (M™) 40y = AM,

(11) M = Am1 AP oo qF Amt ~> A(n) = thizl A”_”mi = <{ x-mg; } T € M(n_”) })A(O).

O



Die Poincaré-Reihe

Sei C die Klasse der endlich erzeugten A(®Y)-Moduln und \: C — Z eine additive Funktion.

Beispiel ¢ A(®) =k ein Kérper, A(V) = dimy V.
o A artinsch, \(N) = ¢(N) (Linge des Moduls).

Definition 2: (Poincaré-Reihe)

Die Poincaré-Reihe von M beziiglich ) ist die formale Potenzreihe

Z A(M™) ™ e Z[H].



Die Poincaré-Reihe ist eine rationale Funktion

Satz 3: (Hilbert-Serre)

P(M,t) ist eine rationale Funktion in ¢ von der Form

P(M,t) = (1— tkl)]f(.t.)(l — the) €Q(),

wobei f(t) € Z[t] und k; = degxz; > 0.

Beweis. Induktion iiber s, die Anzahl der Erzeuger von A = A0 [z, ... z,].

Induktionsanfang s = 0: Dann ist M = 0 fiir n > 0, also bricht die Reihe P(M,t) ab

und ist ein Polynom in Z[t].




Beweis von Satz 3 1

Induktionsschritt s — 1 — s: Setze A’ == A©) [x1,...,2s-1] C A.

Sei ¢ = ,-x;“: M — M die Skalarmultiplikation mit z, <p(”) = ¢|s(n)- Wir haben

n)

(
0 — KW 5 M L pplntks) _y lnths) 5 ) 1)
K™ .= ker (gp(n)) - M(”),
: " (n+ks)
LFks) — coker (ap( )) — /st(n).

Setze
E=@K"=kerpsM, L=@L"< M/%M,

n€eNp n>ks

dies sind endlich erzeugte graduierte A- und A’-Moduln.



Beweis von Satz 3 ii

Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir:

S (t) S (?)
P(K,t) = == ———, PL,t)= ———~  [fr,[o €Z[i]. )
[Tz (1 = tk) [T (1 = tk)
Wenden wir A auf (1) an, so erhalten wir aus der Additivitit [AM69, Proposition 2.11]
AK ™) — XM 4 A(M(Hke)y — N (L HRe)) = 0,
Diese Gleichung mit t"**s multiplizieren und formal aufaddieren liefert

Z )\ K(n tn+ks Z )\ thrks + Z /\ M (n+ks ))thrks Z )\ n+/€s))tn+ks =0,
n=0 n=0

=tks.P(K,t) =tks.P(M,t) =P(M,t)—g(t) =P(L,t)

wobei g(t) = fo:_ol A(M ™)™ ein Polynom ist.



Beweis von Satz 3 iii

Also ist
thP(K,t) — thP(M,t) + P(M,t) —g(t) — P(L,t) =0.

Umsortieren der Terme liefert
(1 —th)P(M,t) = —t*P(K,t) + P(L,t) + g(t).
Teilt man dies durch 1 — t*s € Z[[t]* und setzt die Darstellung aus (2) ein, erhilt man

—t5P(K,t) + P(L,t) + g(t) _ ()
P(Mvt): 1 — ks _(1_75161)...(1_75195)'




Das Hilbertpolynom

Satz 3 zeigt, dass P(M,t) bei 1 eine Polstelle besitzen kann, und zwar von der Polordnung
< s. Bezeichne diese mit dg, (M) := —ord; (P(M,1)).

Korollar 4: (Existenz des Hilbertpolynoms)

(i) Ist k; = degz; = 1 fiir alle 7, so stimmt fiir hinreichend groBes n die Folge
A(M (™)) mit den Werten eines rationalen Polynoms H Py, € Q[X] iiberein.
(ii) deg HPyr = dgp (M) — 1.
(iii) Ist A artinsch und X\ = ¢, so ist dgr (M) > 0 fiir M # 0.

Das Polynom H Py (X)) aus Korollar 4 ist das Hilbertpolynom von M (bzgl. \).



Beweis von Korollar 4 i

Beweis. (i) Nach Satz 3 ist A(M () der n-te Koeffizient in der Reihenentwicklung von
P(M,t) = f(t)(1 —t)~°. Nach eventuellem Kiirzen kénnen wir s = d := dg-(M) und
f(1) # 0 annehmen; schreibe f(t) = Zij\io a;t'.

Fall 1: d < 0. Dann ist P(M,t) schon ein Polynom, d.h. A(M (™)) = 0 fiir n > 0.
~ HP]\/[(TL) = 0.

Fall 2: d > 0. Die Potenzreihenentwicklung von (1 — ¢)~% lautet

1 — (n+d-—1
— = t" € Z[t].
=L T;( d—1 > €zl
Die Faltung dieser Reihe mit f(¢) liefert an der n-ten Stelle
. —k+d-1
A(M™) = " .
o) =S (")

k=0 10



Beweis von Korollar 4 ii

Da a; = 0 fiir « > NV, geniigt es fiir n > N die Summe bis /N laufen zu lassen.

N nfk:erfl m—k+d—1)---(n—k+1
HPy(n) ::Z“k< d— ) Z e (dzl)!( )
k=0

definiert also ein Polynom, welches mit (M (”)) fiir n > N tibereinstimmt.

(i) deg H Pyy = d — 1, denn der Leitterm von H Pj; (in n) ist

Zak _i Zk oml® 4 f(D) d-1

-1 " T @-1"
—_———
£0
(iti) Angenommen d,.(M) < 0, so wire P(M,t) € Z[t] mit P(M,1) =0 =" £(M™).
Da ¢ > 0, ist /(M) = 0 Vn, also M) = 0 V¥n, im Widerspruch zu M # 0. 4 O

11



Ein explizites Beispiel

Beispiel 5: (Das Hilbertpolynom von R[X;, ..., X{])
Sei R = A artinsch und A = R[X7, ..., X,] der Polynomring in s Variablen.
A" st ein freier R-Modul mit Basis M ().

Gy = ‘M(")

- (” jj; 1) —  (A™) = ¢(R*) = a, - £(R).

Poincaréreihe und Hilbertpolynom sind in diesem Fall

> n+s—1 {(R)
P(A,) = S U(R) = , dor(A) = s,
=S un ("0 )= i 4
HPA(X) = (R) (X:_Sl_ 1) _ (j(_Ri)!(X—i—s— 1) (X +1).

12



Das charakteristische Polynom und d(A)




Wachstum von M /M,

Sei (A, m) ein noetherscher lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.
Sei weiterhin a ein m-priméres Ideal und (M) eine stabile a-Filtration von M.

Ziel:

Satz 6: (Existenz des charakteristischen Polynoms)

(i) M/M,, hat endliche Linge fiir alle n € N.
(ii) Fiir n > 0 stimmt ¢(M /M,,) mit einem rationalen Polynom g(n) iiberein.

(iii) degg(n) ist beschrinkt durch die Linge jedes Erzeugendensystems von a.

14



Ein Hilfslemma

Lemma 7 (i) G4(A) ist noethersch und G(M) endlich erzeugt iiber G4(A).

(ii) Gl(lo)(A) = A/a ist ein artinscher lokaler Ring.

(iii) GM(M) = M,,/M,,+1 hat endliche Linge als A-Modul.

(iv) Ista = (z1,...,75) und T; :== z;+a? € %42 soist Go(A) = (A/a)[ZT,. .., T5]-

Beweis. (i) [AMG69, Proposition 10.22 (i) & (iii)]

(ii) A/a ist noethersch und lokal. Da das Radikal mit Quotienten vertriglich ist, gilt
Vai=mcA = +(0)=mcd/a = @ =(0)

fiir ein n. Nach [AM69, Proposition 6.8] ist A artinsch.

15



Beweis des Hilfslemmas

(iii) M, /My 41 ist ein endlich erzeugter A-Modul. Da (M,,) eine a-Filtration ist, ist
a C Anny(M,/M,1+1) =  M,/M,; ist A/a-Modul.

Damit ist M,,/M,+1 endlich erzeugt iiber dem nach (ii) artinschen Ring A/a, besitzt also
endliche Linge als A/a-Modul [AM69, Proposition 6.8], und damit auch als A-Modul.
(iv) folgt aus der Tatsache, dass

a=(z1,...,2,) = a"=({zf'--2F|e>0,),ei=n}).

Daher wird G(™) (A) = a”

= /an+1 von den Monomen in Z; vom Grad n erzeugt. l

16



Beweis von Satz 6: (i) M /M, hat endliche Linge

Tatsdchlich ist

n—1

U(M/My) = U(My/Myy1) < o0; (3)
k=0
wir beweisen diese Formel durch Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: My =M =  {(M/My) =4(0) =0 = ,leere Summe*.

Induktionsschritt n — n + 1: Betrachte die kurze exakte Sequenz

0 —— M/M, —— M/Mp+1 —— M,/Mp4+1 —— 0.

Die duBeren beiden Moduln sind nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 7(iii) von
endlicher Linge, und damit auch der Modul M/M,,;1 in der Mitte.

(3) ergibt sich aus der Additivitdt von ¢ auf der kurzen exakten Sequenz.

17



Beweis von Satz 6: (ii) /(M /M,) ist Polynom fiir n > 0

Nach Lemma 7(iv) wird G(A) als A/a-Algebra von endlich vielen homogenen Elementen
T; € Ggl)(A) erzeugt. Nach Lemma 7(iii) nimmt ¢ auf den G (M) endliche Werte an,
sodass wir uns in der Situation des ersten Abschnitts wiederfinden.

Korollar 4 liefert die Existenz des Hilbertpolynoms H Fg ) mit
€(My/Mp11) = HPgary(n) n > 0.
Nach Gleichung (3) haben wir fiir n > 0
U(M/Mpy1) — £(M/My) = £(Mp/Mny1) = HPg(ry(n),

nach Lemma 1 des Spickzettels stimmt fiir n > 0 die Funktion ¢(M/M,,) mit einem
Polynom g(n) vom Grad deg H Pg(pp) + 1 liberein.

18



Beweis von Satz 6: (iii) degg(n) <'s

Sei a erzeugt von s Elementen, so ist G4(A) nach Lemma 7(iv) erzeugt von ihren Rest-
klassen. Wir erhalten aus dem Satz von Hilbert-Serre die Abschitzung

Kor. 4 Satz 3
degHP(;(M) = dgT(G(M))—l < s—1.

Somit erhalten wir fiir g(n)

degg(n) =deg HPgu) +1< (s—1)+1=s. O

19



Das charakteristische Polynom

Ist (M,) = (a"M), so schreiben wir fiir das Polynom g(n) aus Satz 6 x(n).
Im Fall M = A nennen wir x, := x2 das charakteristische Polynom von a.

Beispiel: (A = Z(,)) Dann ist m = pZ,). Da Z, ein Hauptidealring ist, ist
P L) /p"“Z(p) einfach, daher ist K(Z(p) /m™) =n = xyn(n).

Satz 8: (Unabhéangigkeit von Filtration und ldeal)

(i) Grad und Leitkoeffizient von g(n) in Satz 6 hingen nicht von der Wahl der
stabilen a-Filtration (M,,) von M ab.
(ii) Der Grad von X, hédngt nicht von der Wahl des m-primiren Ideals a ab.
20



Beweis von Satz 8

Beweis.

(i) Sei (M]) eine weitere stabile a-Filtration und ¢'(n) = ¢(M/M]). Nach [AM69, Lemma
10.6] haben die Filtrationen beschrinkte Differenz, d.h. Iny € N mit

My g €M, € Mpyny, = g(n—mn0) <g'(n) < g(n+no) n > 0.

Da g(n) und ¢’(n) Polynome sind, stimmen Grad und Leitkoeffizient nach Lemma 2 des

Spickzettels iiberein.

(ii) Es geniigt zu zeigen, dass deg x; = deg xm. Da /a = m, gibt es ein 7 > 0 mit
m2aom" = m"2ad"2>2m™" = xm(n) < xa(n) < xm(rn) n > 0.

Nach Lemma 2 des Spickzettels stimmen die Grade der Polynome iiberein. 0

21



d(A)

Definition 9: (d(A))

Ist A ein noetherscher lokaler Ring, so sei d(A) := deg xm € No.

Bemerkung. Ist A eine graduierte k = A()-Algebra endlich erzeugt von Elementen von
Grad 1 und m := Ay, so ist A/m" = A, /(mAy)", also tatsdchlich d(An) = dgr(A).

Korollar 10: (d entspricht d,,)
d(A) = deg xa = dgr(G4(A)) fiir jedes m-primére Ideal a.

Beweis. Satz 8(ii).
22



Der Abstiegsschritt

x € A heiBBt M-reguldr, wenn ,-x“: M — M injektiv ist.
Satz 11
Sei M’ := M /xM, dann ist

deg XM < deg X} — 1.

Korollar 12: (d(A/(z)) < d(A))

Ist z € A kein Nullteiler, so ist d(A/(x)) < d(A) — 1.

Beweis. Setze M = A in Satz 11 und nutze d(A) := deg xZ. O,



Beweis von Satz 11

Sei N :=xM C M, dann ist 0 N M M’ 0 exakt.

Setze N, := N N a"M, so haben wir wie in Kapitel 10 die exakte Sequenz
0 } N/N Na"M ’ M/a”M } M//a”M’ 0.
——
N/Nn,
Wendet man ¢ auf diese Sequenz an, erhdlt man ein Polynom
g(n) = UN/Na) = xd" () =xq"(n) ~ n>0. (4)
Nach [AM69, Theorem 10.9] ist (/V,,) eine stabile a-Filtration von N; nach Satz 8 sind also

N MEN - pm
a - a °

Grad und Leitkoeffizient von g(n) gleich denen von x
Somit zeigt (4), dass der Grad von xM' nur echt kleiner sein kann als deg x.

24



Der Hauptsatz der Dimensionstheorie und Anwendungen




Der Hauptsatz der Dimensionstheorie

Satz 13: (Hauptsatz der Dimensionstheorie)

In einem noetherschen lokalen Ring stimmen folgende Ausdriicke iiberein:

e dim A = sup{ n | es gibt Primideale po C p1 C --- Cp, C A}

¢ §(A) = min{ n | es gibt ein m-primires Ideal (a1, ...,a,) Cm};

e d(A) = deg xa(A) = ,Wachstumsordnung von ¢(A/a"), n — 0o, a m-primir.

Beweisstrategie: §(A) > d(A) > dim(A) > 6(A).

»deg ((A/a"™) < §(A)“ fiir jedes m-primire a haben wir in Satz 6 bewiesen, nach Satz 8
sind diese Grade alle gleich d(A).

— 5(A) > d(A).
26



d(A) > dim A

Beweis. Induktion nach d = d(A4).
Induktionsanfang d = 0: /(A/m") wird konstant fiir n > 0, also m" = m"*! fiir ein n.
Nach [AM69, Proposition 8.6] ist A artinsch, also dim A = 0.

Induktionsschritt d — 1 — d: Seipg C - - - C p, eine Kette von Primidealen und = € p; \ po.
Sei A’ := A/po und 2/ =7 € A’. Dann ist A’ nullteilerfrei und 2’ # 0, d.h.

d(A'/(2"))
Ist m' = m/IJo das maximale Ideal von A’, so haben wir
m"” Cker(4A - A'/m™) = A/m" - A/m" = d(A)>d4).

Dies zeigt d(A’/(2')) < d — 1. Die Bilder der p; C -+ C p, in A’/(2’) bilden eine echt
aufsteigende Kette, nach Induktionsvoraussetzung ist r — 1 < d — 1, d.h. r < d.
Da die Kette beliebig war, folgt dim A < d. g

Kor. 12
< dA) -1

27



Primideale haben endliche Hohe

Definition 14: (Hohe eines Ideals)

Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Wir definieren die Hoihe
ht(p) :==sup { n | es gibt Primideale po C p; C --- C p, = p } = dim A,.

Ist a C A ein beliebiges Ideal, so definiere ht(a) := min { ht(p) | a C p prim }.

Korollar 15: (Noethersche lokale Ringe sind endlichdimensional)

(i) Noethersche lokale Ringe haben endliche Dimension.

(ii) Primideale in noetherschen Ringen haben endliche Hohe und erfiillen die dcc.
28



Der Krullsche Hohensatz

Satz 16: (Krullscher Hohensatz)

Sei A ein noetherscher Ring, a = (a1,...,a,) C A ein Ideal und p ein Primideal
minimal iiber a. Dann ist ht(p) < r.

Beweis. Lokalisiere A an p, so ist das maximale Ideal m = p A, immernoch minimal {iber

aA, = (5, ..., F). Daher ist a4, m-primir, also

ht(p) = dim(Ap) < d(Ap) < 6(Ap) < 7. O

29



dim(A) > §(A)

Fiir die verbleibende Ungleichung verwenden wir:

Satz 17: (Eine Umkehrung des Hohensatzes)

Sei R ein noetherscher Ring und p ein Primideal der Héhe n. Dann gibt es
ai,...,ap € A, sodass p minimal iiber (a1, ...,a,) ist.

Insbesondere ist ht(p) = min{ n | Jay, ..., an; p gehort zu (a1,...,ay) }.

Beweis von dim(A) > §(A). Ist A ein noetherscher lokaler Ring und p := m, so garantiert
Satz 17 ein Ideal

a=(ay...,an), n = ht(m) = dim A,
sodass m minimal iiber a ist. Da A lokal ist, ist a m-primdr, also 0(A) < dim(A). O

Der Hauptsatz der Dimensionstheorie ist bewiesen! ©® 30



Beweis von Satz 17

Ziel: Konstruiere rekursiv ay, ..., a, € p, sodass
ht((a1,...,ax)) =k Vk <mn,
denn dann ist wegen ht(p) = ht(a) = n p minimal iiber a.
Sei @’ := (a1,...,a,_1) bereits konstruiert und betrachte die endliche (!) Menge

Q= { q prim ‘ q minimal iiber o’ } .

def Hoh.
Nach dem Hohensatz ist k—1 = ht(a’) < ht(q) < k—1fiiralleq € Q, also ht(q) = k—1.

Insbesondere ist p Z q; nach [AM69, Prop. 1.11 (prime avoidance)] gibt es also ein aj € p
mit a; ¢ q Vq € Q. Setze a := (ay,...,ax). Jedes Primideal Q D a enthilt eines der g, da
ai € Q) q, ist die Inklusion echt, d.h.

Hoh.
ht(a) > ht(a’) +1=%k > ht(a) ==  ht(a) = k. O,



Krulls Hauptidealsatz

Satz 18: (Krulls Hauptidealsatz)

Sei A ein noetherscher Ring und z € A weder Nullteiler noch Einheit. Dann hat
jedes zu (z) gehorige Primideal Hohe 1.
Insbesondere gilt dies fiir (z) selbst, wenn () prim ist.

Beweis. Sei p so ein Primideal, nach dem Héhensatz ist ht(p) < 1.

Angenommen ht(p) = 0, so ist p zu (0) gehorig, besteht also nach [AM69, Proposition
4.7] aus Nullteilern, im Widerspruch zu = € p. 4 ]

32



Regulire lokale Ringe

Definition 19: (Regularer lokaler Ring, [AM69, Thm. 11.22])

Ein reguldrer lokaler Ring A erfiillt einer der folgenden dquivalenten Aussagen:
(i) m kann von d := dim A Elementen erzeugt werden;

(i) dimy W/ 2 = d, wobei k := A/m;

(i) Gm(A) = k[X1,...,X4] (der Polynomring in d unabhingigen Variablen).

Satz 20: (Eigenschaften regularer lokaler Ringe)

Ist A ein reguldrer lokaler Ring, so ist A notwendigerweise nullteilerfrei, ganzab-
geschlossen im Quotientenkdrper [Kem11, Corollary 3.16], und sogar ein faktori-

eller Ring (Auslander-Buchsbaum-Theorem).
33



Regulire lokale Ringe in freier Wildbahn

Beispiel 21 Sei A ein noetherscher lokaler Ring.
o Ist dim(A) = 0, so ist A genau dann regulir, wenn A ein Korper ist.
o Ist dim(A) = 1, so ist A genau dann regulir, wenn A ein diskreter Bewertungs-
ring ist.
e In dim(A) > 2 gibt es normale noethersche lokale Integrititsringe, welche
nicht reguldr sind, zum Beispiel C[X,Y, Z]/(Z? — X Y)xyz):
Hintergrund: Sei & algebraisch abgeschlossen, p = (f1,..., fm) C k[X1,..., Xy]
ein Primideal, und R = k[X1,..., X,]/p.
Sei P € V(p) C k" ein Punkt und m = (X; — P, ..., X,, — P,) C R maximal:
Ry, regulir (Gat02, Zrop. 4481 Rang [ 2L (P )} > ht(p)

. ?
J ij

34



Affine k-Algebren




dim[Xy,..., X,] =

Satz 22: (Dimension des Polynomrings)

Sei k ein Korper und A = k[X1,..., X,]. Dann ist dim A = n.

Beweis. dim A > n, denn wir haben eine aufsteigende Primidealkette
(0)C (X)) S G (X1, Xn):

Sei zundchst k algebraisch abgeschlossen. Sei pg C --- C p, C A eine Kette von Primidea-
len, 0BdA sei p,, = m maximal. Nach Hilberts Nullstellensatz ist m von der Gestalt

m= (X1 —ap,...,Xpn—an), a; € k.

Hoh.
Nach dem Héhensatz ist » < ht(m) % n, also dim A < n. ()]

Den allgemeinen Fall folgern wir aus folgendem Satz: 36



Ganze Erweiterungen und Dimension

Satz 23: (Dimension und Hohe sind mit ganzen Erweiterungen vertraglich)

Seien A C B Ringe, B ganz iiber A und ‘B C B, p =*P N A prim.
(i) Es gilt dim B = dim A, und dim B/ = dim A/p.
(ii) Sind A und B nullteilerfrei und A normal, so ist ht(3) = ht(p).

Beweis.

37



Der Transzendenzgrad

Ist K/k eine Korpererweiterung, so ist trdeg;(K) = n, falls es iiber k algebraisch unab-
hingige Elemente z1,...,z, € K gibt, sodass K/k(z1,...,x,) algebraisch ist.

Satz 24: (dim A = trdeg, Quot(A))

Sei A eine nullteilerfreie affine k-Algebra. Dann ist dim A = trdeg;, Quot(A).

Beweis. Nach Noether-Normalisierung [AM69, Exercise 5.16] gibt es k-algebraisch unab-
hingige Elemente X1,..., X € A, sodass

kCk[Xq,...,Xq)=CCA, A/C ganz.
= Quot(A)/ Quot(C) = k(X1,...,X4) algebraisch, trdeg;, Quot(A) = d.

SatéQQ d. 0

Andererseits ist dim A *= dim C = dim k[ X1,..., X4 "



Affine k-Algebren haben schone Ketteneigenschaften

Satz 25: (Maximalen Ketten haben gleiche Lange)

Sei A eine affine k-Algebra.
(i) dim A < oo; beschrdnkt durch die Anzahl der Erzeuger als k-Algebra.
(if) Sei
PoGpP1 G &P

eine (inklusions)maximale Kette von Primidealen, so ist n = dim A/po.

Beweis.

(i) Nach Definition ist A von der Gestalt A = k[X1,...,X,]/I. Da die Dimension des

Polynomrings n ist, folgt die Behauptung.
39



Beweis von Satz 25 1

(ii) Seipo € --- € p, eine maximale Kette. Indem wir A durch A/p, ersetzen, kénnen
wir A als nullteilerfrei annehmen. Wir fiithren Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Dann ist (0) maximal, also dim A/pg = 0.

Induktionsschritt n — 1 — n: Die Bilder 131/]:11 C---C Pl/pn in A/p; bilden ebenfalls eine

maximale Kette; nach Voraussetzung ist dim A/p; = n — 1. Es geniigt also zu zeigen

dimA/p; =dim A — 1.

Nach Noether-Normalisierung gibt es einen Polynomring
k Ck[X1,...,X4) =C C A, A/C ganz.
Da C als faktorieller Ring ganzabgeschlossen ist, folgt
1 = ht(p1) =" ht(p N C).
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Beweis von Satz 25 ii

Sei0 # f € piNC,und p | f ein irreduzibler Faktor in p; N C (C ist faktoriell). Wegen
ht((p)) = 1 ist bereits (p) =p; N C.

ObdA komme X, in p vor, dann sind die Restklassen der X
S ={X1,...,X4-1} C Quot(C/(p))

maximal algebraisch unabhiingig, also Quot(C/(p)) algebraisch iiber k(.S).

Dabher ist

ganz

dim A —1°= d — 1 = trdeg;, Quot(C/(p))

ganz

S im0/ (p) = dimA/p, O
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Die Dimensionsformel

Korollar 26: (Die Dimensionsformel)
Ist A eine nullteilerfreie affine k-Algebra, und p C A ein Primideal von A, so ist
dim A/p + ht(p) = dim A.

Insbesondere ist ht(m) = dim A fiir alle maximalen Ideale m C A.

Korollar 27: (Hyperflachen haben Kodimension 1)
Sei p € k[X,...,X,] irreduzibel, so ist

dimk[X1,..., X,]/(p) =n— 1.
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Beweis der Dimensionsformel

Beweis. Sei also A nullteilerfrei und p C A prim. Sei
0)=poG--Gpr=pcCA
eine Kette der Linge k£ = ht(p). Sei weiterhin
0)=Po&--CPCA/p=I
eine Kette der Linge [ = dim A/p.
Seien py; = 7 '(*P;) die Urbilder unter der kanonischen Projektion A — A/p.
O)=po G- CPL=PCPrt1 &GP =m
ist nach Konstruktion eine maximale Kette von Primidealen, nach Satz 25 ist

dimA =k+1=htp+ dim A/p. O
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