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In einem Satz

Die Permanente lasst sich vermutlich nicht effizient
berechnen, dies kann mittels Methoden aus der
algebraischen Geometrie und Darstellungstheorie

untersucht werden.
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Polynome

Es sei K ein Korper und {Xy, ..., Xn} eine Menge von Variablen.

e Ein Multiindex ist ein Tupel k = (k1, ..., ko) € Nj. Kurzschreibweisen:
kli=ki+ -+ kn, ktl=(ki+h,. .. ko+1h), X=X Xk
e Ein Ausdruck der Form Xk heiBt Monom vom Grad |k|.

e Ein Polynom ist eine endliche K-Linearkombination von Monomen
F(X, ... Xa) = ) aXxk,  aek
|k|<d
e Addition und Multiplikation ,, wie gewohnt", etwa

( > aka) : < > b,X’> = > > (amb)X*H,

lkI<d <d’ |kl<d [1l<d’



Der Ring der Polynome

~» Polynomring iiber K in n Variablen K[X] = K[X, ..., Xal.

e Fiir ein Polynom f # 0 definiert man den Grad durch
deg Z akX* = max{ k| | ax #0}, deg(0) = —oo0.
lkI<d

e Ein Polynom ist homogen vom Grad d € Ny, wenn alle vorkommenden Monome
Grad d haben.
e Teilrdume der Polynome von beschrianktem Grad

KXl<ag ={f e KIX]|degf < d}
K(Xlg ={0tu{f e K[X]|f homogen, degf =d}.



Beispiele fiir Polynome

o (Affin-)lineare Polynome ag + a1.X1 + - - + a, X, € KI[X1, ..., Xnl<1
e Determinante einer Matrix A = (X,-j)?’jzl € Mat,(K)

detn(X11,..., Xnn) = D sign(0) - Xio(1) + Xno(n) € KIX11,- .., Xon]

e Permanente einer Matrix A = (X;j)ﬂjzl € Mat,(K)

perm, (X11,. .., Xon) = D Xig(1) - Xno(n) € KIXa1, ..., Xon]
oce8,
Gesucht: Ein Berechnungsmodell fiir Polynomfunktionen K" — K

(X1,...,%n) — Z akxlkl---x,/f".
lkl<d



Arithmetische Schaltkreise

Ein arithmetischer Schaltkreis C = (G, 3, w) mit n
Eingangen und m Ausgangen besteht aus
e ecinem gerichtet azyklischen Graph G = (V, E),
e einer Zuordnung B: V — KU{Xy,..., Xn +,
welche die Knoten als Eingabegatter bzw. Be-
rechnungsgatter kennzeichnet,
e einer Zuordnung w: V — {x}U{Yy,..., Yl

welche die Knoten mit deg,,(v) = 0 bijektiv

. ) den Ausgabevariablen zuweist.
Abbildung. Darstellung eines ) i o
Ein Schaltkreis berechnet komponentenweise ein Po-

lynomfunktion f: K" — K.

arithmetischen Schaltkreises.



Die Schaltkreiskomplexitat eines Polynoms

e Die GroBe size(C) eines arithmetischen Schaltkreises ist die Anzahl der
Berechnungsgatter.
e Die Schaltkreiskomplexitit eines Polynoms f € K[Xy, ..., X, ist

L(f) = min{size(C) | C ist arith. Schaltkreis und berechnet f }

e Eine p-Familie ist eine Folge von Polynomen (f,),cn, sodass Grad und Anzahl der
Variablen £, € K[Xy, ..., Xp(n)kq(n) polynomiell beschrankt sind.
e Beispiel: (det,), und (perm,), sind p-Familien

~> Ordne p-Familien nach dem Wachstum ihrer Schaltkreiskomplexitdt in Klassen ein.



Die Klassen VP und VNP

Definition 1: (VP, VNP)

Es sei f, € K[X1, ... ,Xp(n)]gq(n) eine p-Familie.
e (fy)n € VP, falls L(f,) polynomiell beschrankt ist (L(f,) € O(n), ¢ € N).

e (f,)n € VNP, falls es eine p-Familie f,, e KXy, ...  Xo(n)r Y10+, Yp,(n)]

gibt, sodass (f,), € VP und fiir alle n € N gilt

ec{0,1}2'(n)

e VP C VNP (wihle f, = f,)
e (perm,), € VNP und (det,), € VP



Valiants Hypothese

Ein zentrales offenes Problem der algebraischen Komplexitatstheorie ist Valiants
Hypothese:
?
VP # VNP

Zusammenhang zu P vs. NP?

Satz 2: ([Biir00, Corollary 4.6])

Angenommen VP = VNP iiber einem Korper K, sodass entweder
(i) K ein endlicher Korper ist, oder
(i) Q € K und die verallgemeinerte Riemann-Hypothese wahr ist.
Dann ist P/poly = NP/poly und die Polynomialzeithierarchie kollabiert auf die
zweite Stufe.



Projektionen und Vollstandigkeit

o f e K[Xy,..., Xl ist eine Projektion von g € K[X1, ..., Xml, falls es
a, ..., am€{X1,..., XU K gibt mit

f(Xl,...,Xn):g(al,...,am).

In diesem Fall schreiben wir f < g
e Sind (f,)n, (gn)n p-Familien, so schreiben wir (f,), <, (gn)n, falls es eine
polynomiell beschrankte Funktion t: N — N gibt mit f;, < gy, fiir alle n € N.
e Eine p-Familie (g,), heiBt vollstindig fiir eine Klasse von p- Famlllen G, falls
(&n)n € Cund (f,)n <p (gn)n fiir alle (gn)n € C.



Die Vollstandigkeit der Permanente

Es sei nun K ein Kérper der Charakteristik char(K) #2,d.h. 1+1#0in K.

Satz 3

(perm,), ist vollstandig fiir VNP.

Valiants Hypothese ist dquivalent zur Aussage

(perm,) ¢ VP.



Die Vollstandigkeit der Determinante

e Ein algebraischer Schaltkreis C heiBt schwach-schief, falls fiir jedes
Multiplikationsgatter v das Entfernen eines der beiden eingehenden Kanten den
Graphen unzusammenhingend werden |3sst.

o L,s(f) = min{size(C) | C ist schwach-schiefer Schaltkreis und berechnet f }.

(fa)n € VPys, falls Lys(f,) € O(n°).

(f,)n € VQP, falls L(f,,) € 20Ug°(") (quasipolynomielles Wachstum).

Satz 4

e (det,), ist vollstandig fiir VP s.
e (det,), ist vollstindig fiir VQP unter Projektionen quasipolynomieller
Wachstumsordnung (f, < det;(,), t quasipolynomiell).

10



Ein Uberblick

Valiants Hypothese:
VP # VNP
Valiants erweiterte Hypothese:

VNP ¢ VQP

11



Die Permanente lasst sich vermutlich nicht effizient
berechnen, dies kann mittels Methoden aus der
algebraischen Geometrie und Darstellungstheorie

untersucht werden.




Determinantielle Komplexitat

Ab jetzt sei der Grundkdrper stets K = C.
Die determinantielle Komplexitit dc(f) von f € C[Xy, ..., X,] ist das kleinste r € N,
sodass es lineare Polynome £;;( X1, ..., Xp) € CX]<1 (1 < i,/ < r) gibt mit
£ (X) ... € (X)
FX)=det, | .
Erl(&) 000 err(&)

Lemma 5

e (fy)n € VPys genau dann, wenn dc(f,) polynomiell beschrankt wachst.
e (f,), € VQP genau dann, wenn dc(f,) quasipolynomiell beschrankt wéachst.

Valiants erweiterte Hypothese: dc(perm,,) wachst nicht quasipolynomiell. 12



Die Operation von Mat,(C) auf C[Xi, ..., X,lq

e Fiir ein Polynom f € C[X] und eine Matrix B = (b;;) € Mat,(C) definiere
B> f e ClX] fir x=(xq,..., xn)T

(A f)(X) = f(BTX) = f(buxy + -+ bpiXn, ..., bipx1 + -+ + bnan)-
e > erfiillt die Eigenschaften einer Monoidoperation:

B F =i, (B-C)pf=(Bp>f)-(Cp>f)

e Ist £ homogen, so auch B > f, die Operation lasst sich auf C[X]y einschranken.
e Die Bahn von f ist die Menge Mat,(C) > f:={ B> f | B € Mat,(C) } C C[X].

Beobachtung: { f € C[X11, ..., Xpnln 1 dc(f) < n) } = Mat,(C) > det,,.

13



Das Padding der Permanente

Problem: perm, und det, haben fiir r > n unterschiedlichen Grad.
o lstf =2 k<a akXk € CIXq,..., X, d =deg(f), so ist die Homogenisierung

F(Xt, .. X0 Y)= D aXky " ecix, ... X, Y.
|k|<d

o Ist £ =det, (0 (X), ..., £ (X)) mit G(X) = al” + T 55 al) Xy, so ist

Y’*df(ﬁ, V) = detn(aig) Y + Z ail{)xk, aon aﬁg) Y + Z aﬁrk)Xk)-
k=1 k=1

Lemma 6 Fiir n > m haben wir die Aquivalenz

dc(perm,,) < n <= X7 " perm,, € Mat,(C) > det,. 14



Grenzkomplexitat

Von nun an sei V= C[Xy, ..., X,lg = CN.

Wir konnen iiber Abgeschlossenheit, Folgenkonvergenz, ... in V sprechen.
Méoglicherweise gilt zwar f ¢ X = Mat,(C) > det,,, aber eine Folge von
Polynomen aus X konvergiert gegen f, d.h. f € X (Abschluss).

Die determinantielle Grenzkomplexitat dc(f) ist das kleinste r, sodass f Grenzwert
einer Folge (fj)jen € V mit dc(f;) < r ist.

Noch starkere Vermutung: &(permn) wachst nicht quasipolynomiell, also
X" ™ perm,, ¢ DET, = Mat,(C) > det,

fiir n = n(m) quasipolynomiell und m > 0.
Mit der Notation PERM]" = Mat,(C) > X, "perm,, dquivalent zu

PERM™ ¢ DET,.

15



Polynomielle Obstruktionen

Eine Teilmenge V C CN ist algebraisch, falls es Polynome F,..., F. €C[Tq,..., Tn]
gibt, sodass V = {x € CN | Fi(x) =+ = Fx(x) =0 }.

Lemma 7: Der Abschluss unserer Bahnen ist algebraisch
Mat,(C) > f C V = CN ist eine algebraische Menge. Insbesondere trifft dies auf
DET, und PERM]" zu

Satz 8: (Polynomielle Obstruktionen zeigen untere Schranken)

ESSGiDETn:{XE(CN‘Fl(X) <= Fy( )—0} x = X'—Mperm,, € CN.
Dann ist dc(perm,,,) > n genau dann wenn Fj(x) # 0 fiirein j =1, ..., k.
16



Exkurs: Darstellungstheorie

Es sei G = GL,(C).

Eine Darstellung von G ist ein endl. dim. Vektorraum W und eine Operation

>: G x W — W, sodass w +— A > w eine C-lineare Abbildung fiir alle A € G ist.
Beispiele: Matrixmultiplikation operiert auf C", vorige Operation auf

ClX1, ..., Xnla.

Ein Unterraum U C W ist G-invariant, falls sich die Operation auf U einschranken
lasst. Dann existiert ein G-invariantes Komplement U & U’ = W.

Falls es einen G-invarianten Unterraum 0 # U C W gibt, heiBt die Darstellung
reduzibel, andernfalls irreduzibel.

Jede Darstellung l3sst sich als direkte Summe irreduzibler Darstellungen schreiben:

W=WPt e o WP,

die W; sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, a; ist die Vielfachheit von W;. 17



Geometrische Obstruktionen

e Sei C[V] =C[Ty,..., Tyl/ ~v der Koordinatenring, wobei F ~, G & Fy =G,

e Fir 5 € Ng sei C[V]s =CI[Ty,..., Tnls/ ~v.

e Die Darstellung von G auf V=CI[Ty,..., Tyls vermoge (A F)(f) = F(AT > f)
lasst sich zu einer Darstellung auf C[V]s einschranken.

e Fiir eine irreduzible Darstellung S>\(C"2 sei multy W die Vielfachheit in W.

Satz 9: (Multiplicity/Ocurrence Obstructions zeigen untere Schranken)
Falls PERM]" C DET,, so gilt fiir jede irreduzible Darstellung S,o}\(C”2

multy C[DET,ls > multy (C[?ERM,T]@

18



Geometrische Komplexitdtstheorie nach Mulmuley & Sohoni

o Komplexitdtstheoretische Fragen wie VP % VNP mittels Geometrischer und
Darstellungstheoretischer Methoden beantworten

e Reihe von ,,GCT papers" seit 2001

e Zentrales Ziel: Ist n(m) = 2°0°¢’(m)) quasipolynomiell in m, so gibt es n > 0,
d € N und eine Ocurrence Obstuction fiir n(m), m, § liegt vor.
— VNP Z VQP.

e GCT = ,the string theory of computer science* [Scott Aaronson, P z NP]

Satz 10: (Biirgisser, lkenmeyer, Panova: No ocurrence obstructions exist)

Fir nnm & € N mit n > m?® taucht jede irreduzible Komponente von
C[PERM]s auch in C[DET,]s auf.

19



Positive Resultate

Satz 11: (Dorfler, Ikenmeyer und Panova)

Folgende Orbitabschliisse in C[X1, ..., Xnl, lassen sich durch Multiplicity Ob-
structions trennen, aber nicht immer durch Ocurrence Obstructions:

CH), = Mat,(C) > (X1 - -+ Xp)
POW, == Matm(C) > (X[ + -+ X]).

Satz 12: (Bekannte Schranken fiir die Komplexitdt der Permanente)

n? (Mignon und Ressayre, 2004)
e dc(perm,) n? (Landsberg, Manivel und Ressayre, 2013)
e edc(perm,) = (n) — 1~ 4" (Landsberg und Ressayre, 2017) 20

e dc(perm,) >
) >



Auf einen Blick

VPP < v~P¢ /P & de (perm)rfiisy

Vadbiants Hypebese Evweilede V Dobominant: e/@lzhfu,,m

fi

n CCReRM => IFeCITY: 2 7 i
mxcﬁ% h C[DET] p [ymh ie(le ObhlrFilu \ T{ﬂ z::Z(I}

(cwrvence Obstmdons /ﬂ\

Xmit

.muxt[[ﬂfr] <mult, CLPERA]

MV\U’L[’[U{'}/ obthoqs 71



DETI)

Fragen?
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