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2 1 KRITERIEN FUR DIE STABILITAT VON HILBERTPUNKTEN

1 Kriterien fiir die Stabilitidt von Hilbertpunkten

1.1 Konstruktion des Hilbertschemas

Sei P(m) ein numerisches Polynom und H = Hp(,,)» das dazugehérige Hilbertsche-
ma. H parametrisiert die abgeschlossenen Unterschemata von P; mit Hilbertpoly-
nom P(m) = h°(X, Ox(m)) (m > 0).

Etwa fiir P(m) = dm + (1 — g) parametrisiert

Hagr = Hpm),r = { projektive Kurven C' C P" mit ¢(C') = g und Grad d } .

Wir erinnern kurz an die Konstruktion des Hilbertschemas. Die Strategie in [HM98,
Abschnitt 1.B] (und auch Lucas’ Vortrag) war die Folgende:
 Fiir festes P existiert ein mg, sodass fiir alle m > mg und alle Unterschemata
X C P" mit Hilbertpolynom P gilt h°(X, Ox(m)) = P(m), und die Einschrén-
kung von homogenen Polynomen definiert eine Surjektion

Om: S = C™zg, ..., x,] - H(X,Ox(m)).

* Die Grassmann’sche G = Gr(P(m), S,,) parametrisiert die Unter- bzw. Quoti-
entenrdume von S, von Dimension P(m).
e X wird mit dem Quotienten [X],, = ¢, identifiziert; dies ist eindeutig und
wird als der m-te Hilbertpunkt von X bezeichnet.
* Identifiziere H als abgeschlossenes Unterschema von G.
Die Grassmann’sche ist eine projektive Varietit, wir interessieren uns fiir eine beson-
dere niitzliche Einbettung in einen projektiven Raum.

Definition 1: (Pliickereinbettung, Pliickerkoordinaten)
Ist S ein Vektorraum, 0 < k£ < dim¢ S, dann erhalten wir eine Einbettung
L: Gr(k:,S)<—>IP’(/\kS), (U1, e = [ur A Al

Das Produkt Z = v; A - -+ A vy, sind die Pliickerkoordinaten.

Ist Z € N\'S, so ist die Koordinate auf (¢: S — Q) € G C P(\"S) genau dann
ungleich 0, wenn ¢(b;), ..., ¢(bs) eine Basis von () bildet.

Die Gruppe G = SL,;1(C) operiert auf P" = P(V), V = C"*!, und damit auf #.
Wir wollen das numerische Kriterium auf diese Operation anwenden:

Eine 1-Parameter-Untergruppe von G ist ein nicht-konstanter Gruppenmorphismus
A: C* — @. Das numerische Kriterium besagt, dass man (Semi)Stabilitdt von Punk-
ten beziiglich der Operation von GG auf P" mittels 1-Parameter-Untergruppen testen
kann (Satz 6 unten). Dies wollen wir im Folgenden ausfiihren.

Fixiere eine 1-Parameter-Untergruppe A: C* — G und wiahle homogene Koordinaten
B = By = {xg,...,x,} des P" (aufgefasst als Basis von V"), beziiglich derer die
Wirkung die Form

A(t) = diag(t™®, ... t*"), w; € Z, Zwi =0
i=0
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hat. Eine Basis von Sym™ (V") (m € N) ist gegeben durch die Monome
By, ={Y =% -a" | > ,mi=m}.
Fixiere ein (hinreichend groBes) m und sei

P(m)

W = /\ Sym™ (V).

Wie im ersten Abschnitt dargestellt, liegt das Hilbertschema # nach unserer Kon-
struktion in der Grassmann’schen G, welche wiederum eingebettet ist in P(11):

HCG s P (/\P(m) Symm(VV)> .

Eine Basis von I (die Pliickerbasis) ist gegeben durch ungeordnete p := P(m)-Tupel

{Z:{Y}l7"'7}/}p}‘ijGBm}'

Lemma 2 Die auf Sym™ (V") und auf W induzierte Operation von A hat
beziiglich der angegebenen Basen ebenfalls Diagonalgestalt.

Beweis. Wir rechnen nach. Mit w(Y) .= >"7_ w;m; und w(Z) = >} _, w(Y;) gilt

r

M) Y =(
A Y'1)le) Ao A (tw(yjp)yjp) — vz ]

twoxo)mo e (thxT)mT — th . xglo e xmr — tw(y)}/,
(tw( J

Lemma 3: Monomielle Basen
Sei X C P" ein Unterschema mit Hilbertpolynom P(m), [X],, € G der zuge-
horige Hilbertpunkt. Dann verschwindet die Koordinate Z nicht auf [ X | genau

dann, wenn die Y}, |, eine Basis von H’(X, Ox(m)) bilden.

Beweis. Einem Unterschema X — P" mit Hilbertpolynom P(m) entspricht der Hil-
bertpunkt [X],, € G zu dem Quotienten

Sym™(VY) = C™ry, .., 1,] =55 HO(X, Ox(m)),

wobei resy die Restriktion der Monome von P" nach X bezeichnet. Diese Aussage
zusammen mit der Bemerkung nach Definition 1 liefert das Gewiinschte. O]

Die so induzierte Basis von H%(X, Ox(m)) nennen wir B-monomiell,da sie die Pro-
jektion von Monomen aus z; € B sind.



4 1 KRITERIEN FUR DIE STABILITAT VON HILBERTPUNKTEN

1.2 Gewichtete Basen und Filtrationen

Wir haben mit einer 1-Parameter-Untergruppe )\ angefangen und dazu eine diago-
nalisiernde Basis mit zugehorigen w; € Z gewdhlt. Wir hitten auch umgekehrt mit
einer B = {xo,...,2,} C V mit Gewichten w; € Z, ). w; = 0 anfangen kénnen, und
eine 1-Param.-Untergruppe durch

A CX = G, e diag(t™, ... t77)

definieren konnen. Dies kann man verallgemeinern:

Definition 4: (Gewichtete Basis, gewichtete Filtration)

Sei wie bisher V = C"*1,
(i) Eine Q-gewichtete Basis B ist eine Basis xy, ..., z, von V zusammen mit
Gewichten w; € Q. Wir notieren wg =Y ,_, w;.
(ii) Eine gewichtete Filtration F' ist eine Familie (U, ),cq von Unterrdumen
mit w < w' = U, C Uy, U, = {0} fiir w < 0 und U,, = V fiir w > 0.
(iii) Die durch eine Q-gewichtete Basis bestimmte gewichtete Filtration Fp ist

Up = {{z; | w; <w})c.

(iv) B ist kompatibel mit einer Filtration £, falls /5 = F’; in diesem Falle
definieren wir wp := wp (dies ist unabhédngig von der Wahl von B).

Eine gewichtete Filtration F' ist nach Definition bestimmt durch die Unterrdume U,
an den endlich vielen Stellen w € Q, an denen die Dimension springt. Indem wir
ggf. bei groBeren Spriingen das Gewicht wiederholen und (beliebige) Zwischenrdume
einfiigen, konnen wir I’ darstellen als

F:C™=V 2V 2..0D
Wo Z w1 Z

vV =

20 L = U v

w

<

Wir konnen so Gewichte fiir beliebige Vektoren x € V' definieren:

w(zx) =w; <= ze€V;\Vi.

Lemma 5 Sei I’ eine gewichtete Filtration auf V.
(i) F bestimmt eine gewichtete Filtration F,,, auf Sym™(V"):
» Wibhle eine zu /' kompatible Q-gewichtete Basis B.
* Gewichte die Monombasis B,, via w(z("® ---2'") = >\ m;w;.
* Die Filtation F},, := F,, ist unabhingig von der Wahl von B.
(i) Ist f: V — H eine surjektive lineare Abbildung, so definiert w(h) =
min { w(z) | z € f~'(h) } eine gewichtete Filtration von H.
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Beweis. (i) Es ist die Unabhingigkeit zu zeigen. Seien B, B’ gewichtete Basen mit
F = Fp = Fp (also gleichen Gewichten w;). Nach Konstruktion ist

r
w(xg”‘o . x:‘nr) = Zmzwz — U)(ngmo . ;E;mT) = q
=0

Da ({z; | w; <w})c = {2} | w; <w})c, kénnen wir 7™ - - - 2™ aus Monomen
in den z; vom Gewicht < ¢ darstellen. Dies zeigt ,F'z: C Fp  “ vertauscht man die
Rollen von B und B’, erhilt man die andere Inklusion.
(ii) Zunichst ist das Minimum wohldefiniert und € @Q, da w(z) nur endlich viele
Werte annimmt. Es ist noch zu zeigen, dass U = { h € H | w(h) < w } ein Unter-
raum von H ist:

e 0ceUunda-U CU (a € C) sind klar.

» Seien h,h' € U, x,2' € V Urbilder, fiir die das Minimum angenommen wird,

oBdA sei w(2') < w(z) < w. Dann ist x + 2’ ein Urbild von h + ', welches

Gewicht < w(z) hat, d.h.
wh+h) <w(x+2)<w()<w

und h + K € U. O

Dies ermdglicht uns folgende Konstruktion:

* Fixiere wie bisher eine gewichteten Filtration /" von V.

e Lemma 5(i) erweitert dies zu F,,, auf Sym™(V"").

 Mit der Surjektion resx projizieren wir diese auf H(X, Ox(m)) (Lemma 5(ii)).
Diese bezeichnen wir mit Fx,, oder ebenfalls F,,, (Verwechslungsgefahr!).

« Fiir eine mit F ,, kompatible Basis B" von H°(X, Ox(m)) schreiben wir

wp(m) == wg,,, = wpo = Z wy
feBO

(genau wie in Definition 4).

Fiir eine feste gewichtete Filtration F’ werden wir das Verhalten der Funktion wp(m)
in Abhéngigkeit von m genauer untersuchen.

1.3 Das numerische Kriterium fiir Hilbertpunkte

Wir erinnern an die Notation aus dem numerischen Kriterium. Bezeichne \: C* —
GL(W) O W eine 1-Parameter-Untergruppe, so gilt fiir z € W beziiglich A

x ist stabil = %ir% A(t) - « divergiert,
—

x ist semistabil = Pr% A(t) -z # 0.
—
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Satz 6: (Numerisches Kriterium fiir Hilbertpunkte)

Sei X C P" ein Unterschema mit Hilbertpolynom P und [X],, € H der dazu-
gehorige m-te Hilbertpunkt. Dann sind dquivalent:
(i) [X]nm ist stabil bzgl. der Operation von G = SL, 1 (C).
(ii) [X]m ist stabil fiir jede 1-Parameter-Untergruppe A\: C* — G.
(iii) Fiir jede gewichtete Basis B von C"'! existiert eine B-monomielle Basis
B® von H(X, Ox(m)) mit wgo < 0
(iv) Fiir jede gewichtete Filtration /' von V' mit Gewichten w; und Mittelwert
a = —5 >0 gw; gilt wp(m) < maP(m)

Beweis. (i) < (ii): Dies ist genau die Aussage des numerischen Kriteriums [HM98,
S. 200f, insb. Theorem 4.17].

(ii) < (iii): [Nach ACG11, Lemma XIV.3.1] Sei B eine gewichtete Basis von C"!
und A\ die dazu assoziierte 1-Parameter-Untergruppe.

* Nach Lemma 2 hat die induzierte Operation auf W ebenfalls Diagonalgestalt.
* Nach Lemma 3 entsprechen die B-monomiellen Basen den nicht in [X],, ver-
schwindenden Pliicker-Koordinaten Z.

Wir betrachten nur die ,stabile“ Behauptung, die semistabile Version geht analog.
Fiir eine beliebige Teilmenge vy, ..., v, dargestellt als

v; = ZYU € Sym™ (V")

J

ist die Wirkung von A nach linearer Algebra gegeben durch

At) - (vr A== Awp) = (A(E) - v1) A== A(A(E) - vp)
= Z $2i=o w(¥iz;) Y, Ao A Yy,

Pip-

»="1 Ist [X],, stabil, so divergiert \(¢)Z fiir t — 0, d.h. fiir eine Kombination von
Ji,--.,jp muss der Exponent > ', w(Y;;) negativ und v; A --- A v, # 0 sein. Die
Basis B® = {¢©n(Y1},), ..., om(Yp;,)} hat dann Gewicht < 0.

,<=“Ist B = {by,...,b,} eine Basis von H°(X,Ox(m)) mit negativem Gewicht,
und sind vy,...,v, € Sym™(V") Urbilder mit w(v;) = w(b;). Dann ist fiir eine
beliebige Wahl der j;

iw(vi) < imjaxw(Yij) < iw(bi) < 0.
i=0 =0 i=0

und A(t)(vy A -+ - Avy,) divergiert fiir ¢ — 0.

(iii) < (iv): Sei F' eine gewichtete Filtration von V' und B eine beliebige kompatible
Q-gewichtete Basis (mit den ,,/-Gewichten). Sei 5 € N ein gemeinsamer Nenner
von wy — ..., w, — « und definiere die ,, B-Gewichte“

w; =+ (w; —a) €Z.
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Die w] sind ganzzahlig mit )} _, w; = 0; umgekehrt entsteht jede so gewichtet Basis
aus einem F. Ein Monom Y = 2" - - - 2" hat B-Gewicht

Zmiw; = Zmiﬁ(wi —a)= B(Z miw;) — maf.
i=0 i=0 i=0

Das Gewicht einer beliebigen B-monomiellen Basis B® von H°(X, Ox(m)) unter-
scheidet also von Swpg(m) durch

maf - |B°| = Bma - B°(X, Ox(m)) = BmaP(m).

Nach Kiirzen von f ist die Ungleichung aus (iv) (wg(m) — maP(m) < 0) gleichbe-
deutend mit der aus (iii). O

Beispiel 7 Sei X = {P,...,P;} C P" eine Menge von d verschiedenen
Punkten. H Px(m) = d (konstant). Aus den numerischen Kriterium folgt, dass
[X],, genau dann stabil ist, wenn in jedem echten Unterraum L < P" der

Dimension s hochstens d - %} der Punkte liegen.

1.4 Asymptotische Hilbert-Stabilitit

Wie im Beweis von Satz 6 sei o := oy das mittlere Gewicht einer mit /' kompatiblen
Basis.

Definition 8: (Hilbert-Stabilitit)

Ein Unterschema X C P" hei3t
(i) F-Hilbert-(semi)stabil, falls fiir m > 0 die Ungleichung aus Satz 6(iv)
fiir dieses F gilt,
(ii) Hilbert-(semi)stabil schlechthin, falls sie fiir alle F' gelten, d.h. [X],, ein
stabiler Punkt von H ist.

Wir entwickeln ein Kriterium dafiir, /'-Hilbert-stabil zu sein. Schliissel dafiir ist fol-
gendes Theorem:
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Satz 9: ([Mum04, §2, Proposition 2.1 + 2.6])

Sei X C P" ein Unterschema von Dimension n.
(i) wg(m) ist ein numerisches Polynom vom Grad n + 1, d.h. fiir m > 0 ist

n+1

wp(m) = Zakmk, any1 7# 0.

k=0
(ii) Es gibt Konstanten C', M (nur von P(m) abhingig) und ep, sodass

mn—i—l
wp(m) = er (n+1)!

< Cm", m > M.

Es wird uns ein anliegen sein, die Konstante e abzuschétzen, denn wir haben das
niitzliche

Satz 10: (Asymptotisches numerisches Kriterium)

Sei X C P" ein Unterschema von Dimension n und Grad d.
(i) Wir haben die Implikationen

er < ap(n+1)d — X ist F-Hilbert-stabil,
er > ap(n+1)d — X ist F-Hilbert-instabil

(d.h. nicht F-Hilbert-semistabil).
(ii) Fixiere ein Unterschema S C H und angenommen es gibt ein / > 0 mit

ep < ap(n+1)d—9

fiir alle gewichteten Filtrationen F' assoziiert zu Hilbertpunkten X € S.
Dann gibt es ein M = M(S), sodass [X],, stabil ist fiir alle m > M,
X eSs.

Beweis (Skizze). Wir haben

dm™

P(m) = h*(X, Ox(m)) = +0(m"™),

n!

das numerische Kriterium Satz 6(iv) interessiert sich fiir die GroBe von

[ 1 ntl o _ M sug 9 Ot
mapP(m) = d(n + )aF(n+1)! - ep(n+1)! ~ wp(m) mod O(m").

Fiir m > 0 tritt das gewiinschte Verhalten auf. Der zweite Teil ist eine gleichmiBige
beschrinkte Variante des Arguments [vgl. HM98, Lemma 4.26]. O
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Von hier an sei X = C eine glatte Kurve, projektiv eingebettet mittels eines sehr
amplen Geradenbiindels £. Wir haben also

V=HCL)=CY, CoP =PV)

mit festem Hilbertpolynom P(m) = dm + (1 — g) (also r, d und g fix).

2.1 Die d-Invarianten einer Filtration
Stellen wir wie in Abschnitt 1.2 eine gewichtete Filtration /' von V' als Folge
V=V2V2- 2V 2{0}

dar. Ein Unterraum U = (fo, ..., fi)c € V definiert ein Linearsystem v = P(U) C P"
und bestimmt eine rationale Abbildung (auBerhalb der Basispunkte)

wy: C --»P(U), P (fo:--:fi).

Definition 11: ((Ko)Grade d;)

Den Grad des Bildes C" = Im(py) C P(U) C P fiir U = V; bezeichnen wir
als Grad von Vj d;. Der Kograd ist ¢; .= d — d;.

Wir fixieren nun eine Folge ganzer Zahlen
O=jo<pn<--<jh=r
und Zahlen p,n € N, welche wir spéter festlegen wollen. Betrachte die Unterrdume

Wi = Sym" (V) - Sym"(p_i)(vjk) . Symm(Vj ) < Sym™(V) m=n(p+1),

k+1
wobei k € {0,...,h — 1}, 1 € {0,...,p}. Wir kénnen diese Unterriume via
resc: Sym™V — H°(C,Oc(m))

zu Unterrdumen Uy, < H°(Og(m)) projizieren.

Lemma 12: Eine Formel fiir dim U},
Fiir jede Wahl von P und p gibt es ein NV unabhingig von C oder F, sodass

dim(Uy;) = n(d + (p — 4)d;, +idy,,,) —g +1
fiir alle n > N, k und ¢ erfiillt ist.
Beweis (Skizze). Wir zeigen nur die punktweise Aussage, die gleichmidBige Version

kann man daraus ableiten [siche HM98, Exercise 4.28].
Sei L; € Pic(C) das Geradenbiindel erzeugt von den Schnitten aus V.

Mii = LR (L;,)*07) @ (L;,,,)™

Jk+1
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ist ein Geradenbiindel vom Grad d + (p — i)d;, + id;, ,,. Nach Konstruktion kénnen
wir U}'; als Unterraum von H°(C, M}’") auffassen, also als Linearsystem. Da £ (nach
Konstruktion) sehr ampel ist, schrinkt sich der Raum Wklz zu einem sehr amplen
Linearsystem des vollstindigen Linearsystems H°(C, M ;) ein.
Daraus kann man ableiten, dass die Einschrankungsabbildung

st Wiy = HY(C, (Mii)™")
surjektiv ist. Sei N :== (M},;)®", dann gilt fiir n > 2¢
deg(wec @NY) =29 -2 —n-degM;,; <0 = K (C,wc@N")=0.
Aus dem Satz von Riemann-Roch fiir glatte Kurven folgt die gewiinschte Gleichung

dim U, = h°(C,N) F deg(N) — g+ 1 =n(d + (p — i)d;, +idj,,,) —g+1. O
2.2 Das Kriterium von Gieseker

Lemma 13 Sei 7} ; eine Filtration eines Vektorraums 7" mit dim 7} ; = Dy,
sodass

Too 2 1o
=Tio 2T,

: 2 TO,pfl 2 TO,p

2
2 . 2 Tl,p—l 2 TLp

=Th102Th-112 2Th_1p-1 2 Th-1p
:Th,07

sodass Elemente von T} ; Gewicht < R} ; haben. Sei B eine kompatible Basis
von T, dann ist

h—1 p—1
B < < (Dr: — Dk,i+1>Rk,i) + Dy oRno
k=

0 =0

h—1
= Dg0 R0 + < ZDm (Ry; — Rx z+1))

k=0 =1

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Fir Ty, = U, ki haben wir konkret die Zahlenwerte aus Lemma 12

Dy =n(d+ (p—1i)dj, +idj,,,) —g+1
Rk,i = n(wo + (p — Z)U)jk + 'lw]k+1)-

Dies zusammen mit dy = d liefert uns eine Abschitzung

wr(n(p+1)) < (n(p+1)d — g+ 1)(n(p+ 1)wo)

hz (i —i)dj, + (1)djy,,) — g+ 1) “n(wj,, —wj,)
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Eine lange, technische Rechnung, welche n >> p >> 0 nutzt, liefert schlieBlich:

Fiir e, den Leitkoeffizienten des numerischen Polynoms

GF n n
wp(m) = it 1)'m 4 0(m"),
haben wir die Abschédtzung
h—1
ep < 2dw + Z(d]k + djk+1)(wjk+1 - wjk)'
k=0

Wir kénnen dies weiter vereinfachen: Zunichst ist

djk + djk+1 = (d - ejk) + (d - ejk+1) = _(6jk + Clrr1 — Zd)

Wenn wir die Annahme w, = 0 machen (Translation der Gewichte), ist

h—1

Wo = Z(wjk - wjk+1)'

=0

Zusammen liefert dies (beachte den Vorzeichenwechsel bei den w;, !)

T
L

erp < (ejk + ejk+1>(wjk - wjk+1)'
0

e
Il

Wir wollen ab jetzt die Gewichte normieren, und zwar derart, dass

,
wF:E w; =1, w, = 0,
i=0

dies ldsst die Stabilitdt bzgl. /' unverdndert (wie im Beweis von Satz 6(iii) < (iv)).
Um den folgenden Satz formulieren zu kénnen, definieren wir noch

>
—_

Ep = 0:j0£n~i~r<ljh:r ( (ejk + ekk+1>(wjk - wk’k+1>> :

e
Il

0
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Satz 14: (Kriterium von Gieseker)

Sei C' C P" eine glatte Kurve vom Grad d und Geschlecht g.
(i) Fiir eine Filtrate F' mit w, = 0 ist C' F-Hilbert-stabil, falls e < 2dap.
(ii) Seien ¢; obere Schranken fiir den Kograd e; jedes Unterraums V; < V
von Kodimension ¢ und

wo>...wr=0
wo+-Fwr=1

h-1
gc = max (0:j01<n“i_1;1jhzr Z(sjk + Ehpeyq ) (W5, — wjkﬂ)) @)

Dann ist C' Hilbert-stabil, falls ¢ < 7'2+_d1'
(iii) Fixiere ein Unterschema & C Hp,, sodass alle Kurven in § glatt sind.
Falls es ein 0 > 0 gibt mit

2d

) VC e S,
r+1

o <
so gibt es ein M derart, dass [C],, stabil ist fiir alle m > M, C € S.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus dem asymptotischen numerischen Kriterium
(Satz 10) angewendet auf die soeben erlangte Abschédtzung. Der Rest nutzt ebenfalls
die gleichmiBige Variante von (Satz 10), Details finden sich in [HM98, Lemma 4.30]

O
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3 Die Stabilitit glatter Kurven

Satz 15: (Stabilitat glatter Kurven)

Sei C' eine glatte Kurve vom Geschlecht g > 2, eingebettet in P” mittels eines
vollstindigen Linearsystems £ vom Grad d > 2¢. Dann ist C' Hilbert-stabil.
Man kann sogar ein M wihlen, sodass [C],, stabil ist fiir alle m > M und alle

C.

Beweis. Schritt 1: Visualisiere Giesekers Kriterium.

Fixiere zundchst eine Folge von Zahlen ¢;, w; (¢ = 0,...,7) aus Satz 14(ii). Wir
konnen diese Tupel in der Ebene auftragen:

w
1\\(50,1«00)
N
N area given by sum
NN using subsequence
\ \
% (0,3,5)
\ \\
\ \
\\ \\\
(e1,1) o A
\\ \
(82,1(/2)\.\ \\
Y o (€3, w3)
minimal
area given o (E4, W) s
by sum using e %a
subsequence (0, 2,4, 5) s

Abbildung 1: Beispielhafte Tupel (g;, w;). [HM98, Figure (4.35)]

Betrachte fiir jede Folge von Indizes j = (0 = jo < --- < j, = r) die Summe

S(J) - (gjk + 6kk+1)(wjk - wkk+1)'

Aus Abbildung 1 ist ersichtlich, dass %S (7) gerade der Flicheninhalt des Polygons
eingeschlossen durch die Koordinatenachsen und die Streckenziige (¢, ,w;, ) nach
(€j4s1s Wy, ) ist. Sei E die untere konvexe Einhiillende der (¢, , w;,) und A die von
E und den Achsen eingeschlossene Fliche, so ist

mjinS(j) =2-Vol(A).

Schritt 2: Wir lassen die w; variieren.

Wir halten nun die ¢; fest und variieren die Gewichte w;. Falls (¢;,,w;) ¢ FE, so
konnen wir w; verkleinern, ohne min; S(j) zu veridndern. Dies bedeutet, dass das
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Maximum in (1) {iber die normalisierten (!) Gewichte genau dann eintritt, wenn alle
Punkte (¢;, w;) auf E liegen. Insbesondere wird das Minimum fiir die ,,vollstindige“
Sequenz j = (0,1,...,r) angenommen.

Schritt 3: Wir kénnen ¢; = - ¢ wihlen.
r+1

Ist D ein beliebiger Divisor auf C, so folgt aus dem Satz von Riemann-Roch und
dem Satz von Clifford die Abschitzung

=deg(D) —g falls{(Kc— D)=
N b A
< <2 falls /(Ko — D) > 0.

Dies koénnen wir in der (d,r = h° — 1)-Ebene anschaulich darstellen:

r=h0-1
d=r+g

(2g9,9)
(2g-2,9-1)

degree d

Abbildung 2: Clifford-Schranke und RR-Gerade. [HM98, Figure (4.36)]

Wir wenden dies auf den Punkt (d;, —i) = (d — e;, ” — i) an, korrespondierend zum
Linearsystem V; der Kodimension i in V' = HY(C, £). Das vollstindige Linearsystem
Vo entspricht dem Punkt (d,r). Nach Voraussetzung des Satzes ist d > 2g, d.h.
h%(we @ L£Y) = 0 und (d, ) liegt auf der RR-Geraden und oberhalb/auf der Clifford-
Schranke. Somit ist die Steigung der Strecke von (d — e;, 7 — i) nach (d,r) gerade

7“+1<T—(7'—i) i
d _d—(d—ei) 62‘.

Umstellen liefert wie behauptet ¢; := <= > e;.

Schritt 4: Giesekers Kriterium anwenden.
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Wir setzen die bisherigen Schritte zusammen:

r—1
e < (g5 + i) (wj — wjt1)
§=0
d r—1
< 1)) (w; — w
< T+1FO(J+(J+ ) (wj — wjt1)

S (o Sem) = 1 (w3

Nach Voraussetzung sind die Gewichte normiert, summieren sich also zu 1 auf. Au-
Berdem ist w, das groBte Gewicht, erfiillt also wy > ap = % Wir sehen

< d 2 ) < 2d d

£ —w — :

“=rt vl (r+1)?
——
=6>0

Wir konnen also Giesekersers Kriterium (Satz 14, in der gleichmiBigen Fassung)
anwenden und gewinnen! ]

Korollar 16: (Stabilitdt der plurikanonischen Einbettung)

Sei C eine (abstrakte) glatte Kurve vom Geschlecht g > 2. Dann ist wg" fiir
n > 3 sehr ampel und die plurikanonische Einbettung

C — P(H(C,wg")) =P"

liefert einen stabilen Punkt [C],, im Hilbertschema #,, ., wobei d = n(2g—2),
r=2n-1)(g—1) — 1L

Beweis. w " ist sehr ampel nach dem ersten Vortrag oder [Hull2, Abschnitt 6.6] und
d =n(2g —2) > 2g. Somit kann Satz 15 angewendet werden. O
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